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INTRODUTION.

Les équations différentielles ont été étudiées grace aux travaux de Newton (1642-
1727) en calcul différentiel et intégral. Plusieurs problémes célebres de 1'époque ont été
résolus soit par intégration directe, soit par des méthodes approchées. Ainsi, Leibniz
(1646-1716), les freres Bernoulli (1654-1705 et 1667-1748) et Christiaan Huygens,
(1629-1695). Ont résolu presque simultanément le probleme de la chaine, c'est-a-dire le
probléme de la détermination de la forme prise par une chaine suspendue a ses extrémités
et influencée uniquement par son poids. Jean Bernoulli (1654—1705) a posé le probléme
de la brachistochrone en 1696, connaissant déja la solution, comme un défi aux
mathématiciens de son temps. La brachistochrone est la courbe reliant deux points tels
qu'une bille roulant le long de cette courbe sans frottement, lancée avec une vitesse nulle
depuis le point le plus haut, atteigne le point le plus bas dans le temps le plus court
possible.

Euler (1707-1783) a ¢énuméré toutes les équations différentielles résolubles
analytiquement, c'est-a-dire celles pour lesquelles des formules explicites permettant
d'obtenir des solutions étaient disponibles. La complexité des solutions de certaines
équations différentielles apparemment anodines suggere qu'une alternative au calcul de la
solution exacte était probablement souhaitable. Cependant, la véritable avancée de ces
méthodes numériques alternatives a eu lieu au XIXe siecle, lorsque Liouville (1809—
1882) a prouvé que certaines équations ne pouvaient étre résolues analytiquement, c'est-
a-dire que leurs solutions existaient réellement mais ne pouvaient étre exprimées sous la
forme d'un ensemble de fonctions élémentaires. Ce résultat important, comparable a
I'impossibilité de résoudre des équations polynomiales de degré supérieur a 5 a l'aide de
racines, a ¢€galement stimulé les travaux théoriques sur l'existence et l'unicité¢ des
solutions aux équations différentielles.

Les problemes posé€s ou menant a des équations différentielles sont aussi vieux que
l'analyse elle-méme. Avant méme qu'on ait complétement élucidé la question des
infiniment petits, 1'on se préoccupe déja de résoudre des problémes de tangente, qui
menent invariablement a une équation différentielle. De la méme maniere, des les débuts
de la mécanique classique, dite newtonienne, on cherche a résoudre des problémes de n
points matériels qui tous menent a l'intégration d'un systeme de 3n équations
différentielles du second ordre, ou les inconnues sont des fonctions du temps représentant
des coordonnées des points.

La théorie importante dans cette présentation est le théoreme d’existence et d’unicité
ou de Cauchy- Lipschitz. Cauchy (1789-1857) Il va appliquer le calcul différentiel et
intégral aux équations différentielles cette idée qui lui a déja servi a révolutionner 1’étude
des fonctions continues et dérivables : utiliser la notion de limite pour transformer des



schémas connus d’approximation en démonstrations d’existence. Cauchy se pose le
probleme de I’existence des étres mathématiques étudiés. Convaincu de I’impossibilité de
trouver, en général, les solutions explicites d’une équation différentielle, il pose et il
résout, dans des conditions assez larges, le probléme de leur existence.

Lipschitz (1832-1903) reproduit en 1868 la premiere méthode de Cauchy, sous des
hypotheses 1égérement plus faibles, puisqu’il suppose seulement f continue et telle que :

If (e y1) — fF(x,¥2)| < Ly, — y2

Au voisinage du point ¢’est ce que I’on appelle maintenant une condition de Lipschitz.
Elle intervient déja implicitement dans le travail de Cauchy.

Ce cours est une introduction aux aspects théoriques et des équations différentielles au
niveau 4 PEM &PES de I'ENS de Bousadda en particulier présenter les méthodes
analytiques les plus utilisées a 1’heure actuelle. Il ne s’intéresse pas non plus aux aspects
systemes dynamiques des équations différentielles. 11 est partagé en Cinque grandes
parties comme annoncé dans le programme.

Enfin, ce cours a été initialement €crit par Dr. Ahmed ABBASSI a partir du plusieurs
références et livres bibliographiques.
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Equations Différentielles

Chapitre. I : Equations différentielles résultats fondamentaux

1-1. Définition

Définition1. On appelle équation différentielle une relation entre une fonction inconnue
et leurs dérivées. C'est-a-dire une équation de la forme :
F(x, v, v, ...,y(")) =0
- Si la fonction cherchée y est une fonction de la seule variable l'équation est dite
ordinaire (EDO en abrégé).
- Lorsque la fonction y dépend de deux variables ou plusieurs, par exemple : y = f(x, t)

; I'équation est dite aux dérivées partielles [F (x t,y oy an_y) = O]
’ ' P ax 9t T amxant '

Exemples :

d 1 , : .
1) d—z +xy=0,y"+vy +x=cosx , y = Exzy” — 5x sont des équations- diff-
ordinaire.
dy 0 dy _ 92 . . . 9 :
2) X2 =0, 22 =22 sont des ¢quations aux dérivées partielles.

ox ot 9x  9x?
Définition2. On appelle ordre de l'équation différentielle I'ordre de la dérivée le plus

¢levée figurant dans I'équation.

Exemples :

y"+y'+x = cosx est une équation-diff d'ordre 2.

yD +y® +x+2=0 estune équation-diff d'ordre 7.

1-1-1. Equa. Diff du premier ordre.

La forme générale de I'équation du premier ordre est : F(x,y,y') = 0...(1).

Supposons que cette équation (1) est résolue (implicitement) par rapport ay’, c'est-a-dire
qu'elle est en fait de la forme : y' = f(x,y) ... (2) cette équation différentielle est dite
normale.

Remarque. La fonction f est une fonction donnée de deux variables définies sur une
partic U de R x R™ versR".

Soit U un ouvert de R? et f: U — R est une fonction continue.
On consideére 1'équation différentielle du premier ordre : (E): y' = f(x,y)

1.1.2. Solutions d'une équation différentielle :



Définition 1. Une solution ou intégrale de (E) sur un intervalle I c R est une fonction
dérivable
y:1— R telle que:

Vx € I: (x,y(x)) eU

Vx € I:y'(x) = f(x, y(x))

Probléme de Cauchy - Soit(x,, y,) € U, le probleme de Cauchy consiste a trouver une
solution y de (E) sur un intervalle I contenant x, dans son intérieur, telle que y(x,) =
Yo- (Larelation y(x,) = y, est dite Condition initiale de (E)).

Remarque. Résoudre le probleme de Cauchy revient a trouver une "courbe intégrale "
de (E) passant par un point donné(xy,y,) € U.

Solutions locales, maximales, globales.

Avant de donner le théoréme d’existence de la solution, il est bon de préciser quel type
de solution on rechercher. Pour cela, on introduit les définitions suivantes.

Définition1. On appelle solution locale du probleme de Cauchy (E) la donner d’un
couple (J,y) ouJ un intervalle (/] € I) qui est voisinage de x,. Si (J,y) solution de (E).

Définition2. Soient y: I; = R, y: I, = R deux solutions locales de (E). On dit que y
estun prolongementde y si: I € L ety/; =y.

Définition 3. On dit qu'une solution locale (I,y) est maximale si y n’admet pas de
prolongement.

Définition 4. Une solution(/, y) est dite globale si elle est définie partout, sur I tout entier

J=D.

y1 est globale 0

Yy, est maximale mais n'est pas globale

—————

Attention. Toute solution globale est maximale, mais la réciproque est fausse.
Exemple : Soit U=RXR

(E): y' =y? . Cherchons les solutions de (E)



y(x) = 0 est une solution évidente de (E) sur R.

Si y#0 (E)(z)‘;—yzdx

2

-1
Donc : y = e
Cette formule définit en fait deux solutions, définies respectivement sur | — oo, C| et sur
] C, +oo[ ; ces solutions sont maximales mais non globales. Dans cet exemple y(x) = 0

est la seule solution globale de (E).

Champ de vecteurs.
1- Champ des tangentes — A tout point M = (x, y)on associe la droite DM passant
par M et de coefficient directeur

f(x0,¥0) DMy — yo = f(X0,¥0)(Xx — %0)
L'application M — DM est appelée champ des tangentes associé a 1'équation (E).

2-L'équation différentielle : y' = f(x,y) peut s'interpréter comme un champ de
vecteurs sur le domaine U de définition de f.
La fonction :(x,y) — (1, f(x, y)) est alors une application de U vers R?, autrement-
dit, une application qui a chaque point de U fait correspondre un vecteur de l'espace
vectoriel dont est un U ouvert. Une telle application s'appelle un champ de vecteurs
sur U.

Exemple :
y' =y Peut s'interpréter comme un champ de vecteurs sur R?. L’application
: (x,¥) » (1,y) s'appelle un champ de vecteurs sur R?.

1-2. Théoreme D'existence et D'unicité
Introduction :
Soient les Problémes :

=% gy =y—1
y(0) =1 y(0)=1



1){ Y|+ |yl =0 2) 3)
y(0) =1

Remarquons que : 1) n'admet pas des solutions ; 2) admet unique solution: y = %xz + 1;

3) admet infinité des solutions s'écrit sous la forme: y = 1 + cx,c € R.
Sous quelles conditions le probléeme de Cauchy admet l'unique solution ?

Théoreme D'existence et D'unicité

Dans tout ce paragraphe, on considere le probleme de Cauchy :
{ y'=fxy)
y(xo) = Yo
Ou U un ouvert de R? contenant le point (xy,y,), f: U = R est une fonction continue, £

domaine fermé Q = {(x,y) € R?:|x — xo| < a, |y — yo| < b} c U.

Les fonctions localement Lipschitzienne.

Déf. Une fonction f définie dans U ; est dite localement Lipschitzienne par rapport a la
variable y si pour tout(xy,y,), 1l existe un voisinage V de (x,,yo)et une constante L
(L(x0,¥0))= 0 telle que :
V(x,y1), (x,¥2) €V, ona: |f(x,¥1) — f(x,¥2)| < Lly1 = ¥2|
Exemplel.

foy)=x+y?ona: |f(xy)=fxy)| <4y, —y,lsur:U=Rx]-22[=

(0,0).
Donc f est localement Lipschitzienne dans U.

Exemple2.

f(x,y) =lylsinx . f- n'est pas dérivable par rapport a y au point (x,,0), x, #
knm k€.
Mais la condition de lipschtiz est remplie de ce point :

1f O, y1) — Fy2)| < |Sinx|||y1| - |J’2|| < Lly; — y2l, avec
L>1

Remarque. Pour que f soit localement lipschitzienne en y sur U, il suffit que f admet une

d
derivee partielle 9 continue sur U. Soit en effet L = max |
ay (x,y)EQ

Lemme. Une fonction y: 1 - R est une solution du probleme de Cauchy si et
seulement si :

(1) y est continue et (Vx € 1)(x,y(x)) € U,



(i) (Vx € 1) y(x) = yo + [, f(s,y(s))ds.

Dém :
=
Par la relation{ v =1 y), on déduit que y est continue sur I, puis par intégration on
y(xo) = Yo
a:
X
Yo =yGo) = [ Fsy(sds

Xo

—

Inversement, on a la fonction :¢p t e~ f (t, y(t)) = @(t) est continue sur I, donc y est
dérivable sur |

Yo -y = [ o()ds

y'=fxy)

Donc V' (x) = o(x) et y(x,) = c'est—é—dire{
y( ) (p( ) y( 0) yO y(xo) =y0

Théoréme Cauchy-Lipschitz. Si f est continue et localement lipschitzienne par rapport
a la seconde variable dans Q. Alors, (E) admet une solution au voisinage de xy( |xo —
h,xo + h[,0 < h < a.). En particulier, pour toute telle donnée, il existe unique solution
maximale associée et toute autre solution vérifiant la condition de Cauchy est une
restriction de cette solution maximale.

Remarque. Le théoréeme fournit les conditions suffisantes d'existence de l'unique
solution du probléme de Cauchy ; mais ces conditions ne sont pas nécessaires.

Exemplel. Soit I’équation :

, 1
{ y = ; & f(x' y)
y(1) =0
La fonction f n'est pas continue aux points (x,, 0) de I'axe OX. Aussi Z—i = ;—; est

discontinue sur l'axe OX. Mais elle admet I'unique solution : y? = 2(x — 1) ; y(1) = 0.

Exemple 2. y
r—123/y2 — -
{ y' =3yt =f(xy) Définie est continue. s
y(0)=0 . ,
of 2
3y o

Donc l'unicité n'est pas garantie aux points de l'axe OX.



y = x3 Est une solution de 1'équation, de plus y = 0 est une solution évidente de
I'équation donnée. On voit que pour tout point (x,, 0) il passe une infinité¢ de courbes
intégrales.

Démonstration (méthode du point fixe de Picard)
a) Existence de la solution

Considérons sur ] = [x, — a, x, + a] la suite de fonction (¢,,(x)),, définie par la relation
récurrente :

on(X) = yo + [, f(S,@n-1(s))ds
0 (1)
(Po(x) = Yo

La fonction f est continue sur {) fermé et borné, alors il existe une constante positive M
telle que :

V(ix,y) e ulf(xy)|l <M
2)
De larelation (1) ona: ¢.(x) = yo + f;; f(s,y0)ds, c'est clair que la fonction ¢ est

vérifié :
X
| 010 — 9o (0] < j 1 s, yo)lds < Mlx — x,
Xo

. b )
Posons : h = min (a, ﬁ) on obtient :

@, Définie et continue sur I = |x, — h,xy, + h[, et Vxel (x, 01 (x)) € Q.
Supposons que la relation est vraie pour i € N c'est-a- dire :

e ; estcontinue surl = Jx, — h,xo + hl[.
o Vxel: (x,¢;(x)) € Q.

Et on montre que cette relation est vraie pour (i + 1) € N

De la relation (1), on a :
0ir1(0) = yo + [ f(s,0:(s))ds
A3)

Il vient que ¢;,1(x) est bien définie et continue sur /. De plus :
95100 = Yol < [ 1f (s, @i(s))lds < Mlx —xo| < Mh < b

(4)
Donc on déduit que : Vxel: (x, <pi+1(x)) € (.



2°¢Me étape :

On montre par récurrence 1’inégalité :

lo(x) 11 — @r(X)]| < ML"lx(xT0| (L. ie: la constante de Lipschitz)... (5)

Si n=0, 1'inégalité précédente est vraie, car,
| 9100 = 9o (0] < [ 1f (s, 70)lds < Mlx — xo| < Mh.
Supposons que :

| "
|0 ()n = @n-1 ()] < MLMH =

On a:

0ns1 = 0n (O < [ |£(5,02(5)) = £(5,0n-1())|ds < L [ |¢n(s)
On-1(s)|ds
<M f* —'S‘r’l‘f'" ds

nlx_xdn+1

(n+1)!
Finalement on obtient :
lx _ x0|n+1 hn+1
Vx € I: MI" 4 ———mM8M < M ——
X hp(x)n+1 ‘pn(x)l (n_+ 1)! — (n_+ 1)!
Onpose: 1,(x) = @(x)p+1 — @, (x) on obtient :
o)< MR
W= !
)n+1

est converge Vers el donc la série de terme

La série de terme générale —
L (n+1)!

générale 7;,(x) converge uniformément sur I vers r(x) (crltere de Weierstrass).

Ona:

n

> 1) =9 — 9o(x)
i=0
On déduit que :

lim @, (x) =r(x) + @o(x). Posons: 7r(x)+ @,(x) = @(x).
n—>o0o0

3éme étape :

Il reste maintenant a montrer que :

e La fonction ¢ (x) est continue,
e ¢ (x) Une solution de I'¢quation (E).



On a : ((pn(x))n est continues sur I, alors (rn(x))n est aussi continues sur I, donc la
fonction r(x) est continue sur I, on en déduire que ¢ (x) est continue.
D'apres (4),on a :

| @ia(x) — yol = Mh < b (Remarque : lim = ¢4 (x) = ¢(x))
Donc, Vxel: (x,p(x) ) € Q.
Puis :
2 (F(5,0()) = £(s.9n()) ) ds| < [ |f (5, 0()) = £ (5, pu(s)) | ds

<LL | @n(s) = 9(s) lds
< Lhe (Car: (¢@,(x)), est converge

uniformément sur /)
Donc :

lirrlnf f(s,0n(s))ds = j f(s,0(s))ds

D'aprées 1'expression (3), on obtient :
X
lim ¢ 41 (x) = yo + lim j f(s, @n(s))ds
Xo

= yo + [, f(5,9())ds

D’ou:
00 = yo + j £(s,0(s))ds

b) Unicité de la solution

Lemme de Gronwall. Soient vetu deux fonctions continues sur un segment
I = [a, B], a valeurs positives. On donne un réel b > 0,tel que :

vx €1, u(x) <b+ fxu(s)v(s)ds

Alors :

vxel, u(x)<b eJa v(8)ds
Dém :

Posons,
w(x)=b+ f;u(s)v(s)ds. w(a)=b
Donc u(x) <w(x).
Par dérivation (si possible car, u, v sont continués) on trouve :
w'(x) = u(x)v(x),



Ona:w'(x) = u(x)v(x) < v(x)w(x)

Multiplions cette expression par e o v(s)ds , on obtient :

w'(x) e” Jo v()ds _ v(x)w(x) e” Jav(®1ds <
C’est-a-dire :

(W(x) e fo)cc”(s)ds) ' <0, donc

w(x) e” Jev®ds _p < g
Alors on obtient :
u(x) <b eJa V(s car, u(x) < w(x)

Supposons que le probléme admet deux solutions y;, y,. Donc :

7160 =3 @1 = || Fen®)ds = [ 1(s7.6)ds
< [ 1f(5.1() = £ (5,v2()|ds

SAMAORSAOILE

En utilisant le lemme précédant pour
u(x) = ly1(x) =y, v(x) =L, b=0

On trouve :

ulx) <0+ fo.u(s)dS

0

Alors :
u@x)<0=ulx)=0

Corollaire. Soient y,,y, : I = R deux solutions de (E), avec f localement lipschitzienne
eny.Siy, ety, coincident en un point de I, alors y; = y,sur L.

-1l en résulte que deux solutions (1) et (J,0) de méme condition initiale y(x,) = y, sont

égales sur
L’intersection de leurs domainesl N ].

Interprétation géométrique. - Le théoreme d’unicite signifie géométriquement que des
courbes intégrales distinctes ne peuvent se couper. (Exercice).

Corollaire. Solutions maximales.



Considérons pour finir l'ensemble des toutes les solutions de l'équation de condition
initiale y(xo) = V. Soit I la réunion de tous les intervalles de définition de ces solutions,
et soit y la fonction définie sur I par y(x)=@(x), ou' @ est l'une quelconque des solutions
de notre ensemble, dont le domaine de définition contient x. Alors v est bien définie, car
deux solutions de méme condition initiale sont égales sur l'intersection de leurs
domaines. De plus(l, ) est clairement une solution maximale de (E). Ceci termine la
demonstration du théoreme de Cauchy - Lipschitz.

Remarquel. La condition de Lipschitz est essentielle pour ['unicité de solution de
probleme de Cauchy avec la condition initiale.

Remarque?2. La méthode précédente est dite la méthode du point fixe de Picard.

L'unicité globale. Soit f : U — R une application continue sur un ouvert U = J X R,

ou J C R est un intervalle ouvert.

S'il existe une fonction continue k : J —R™ telle que pour tout x € J fixé, ’application :
y = f(x,y) soit lipschitzienne de rapport k(x) sur R.

Alors toute solution maximale de [’équation différentielle y' = f(x,y)) est globale

(c’est-a-dire définie sur J tout entier). (Exercice)

Exemple.
{ y' =2x(1+y)
y(0) =0
y(x) = e*’ —1 est la seule solution du probléme sur R. ( remarque que f(x,y) =
2x(1 + y) est lipschitzienne de rapport k(x) = |2x| sur R).

Méthode d’approximation successive (méthode de Picard).

y'=fxy)

y(xo0) = Yo

Supposons sur l'ouvert : U= {(x,y) € R?: |x — x| < a,|y —yo| < b} le probléme
satisfait les conditions du théoréme de Cauchy-Lipschitz (I'existence et 1'unicité¢ de la

Soit le probleme (E): {

solution).
La suite (v, (x)),, de fonction définie par la relation récurrente :
Yo(x) = ¥o y
$C) = v+ | F(5.na(5D)ds
Convergente vers la solution exacte de (E) d;;s l'intervalle |x, — h,xo + h[ .

De plus I’erreur obtenue par cette approximation vérifie :



_ n hTL+1 Lh
y(0) =y ()] < ML" e

Dém :

Commengons par l'inégalité (5):

=

m-—

YCOm =3 @] = | > (Y = Ypsa ()

p=n

< > @y = 3pa )
p=n

m-1 hP+1
< MLP
z (p+1)!
p=n
pnt1 m-1 pP—7
< MI" Z Lp-n
(n+1)!p=n (p —n)!
r=m-n-—1
\ MLn n+1 Z (Lh)r
(n+1)! . (r)!
r=
Mais :
T =00
Lh)"
My () = ), Y D= ot
m (T‘)!
r=0
On déduit :
n+1
ly(x) — yo ()| < ML" elh
(n+ 1)!
Exemplel.
{ y' =y
y(0) =0

: d
fest continue sur R, et on a é = 1.

Il est évident que les conditions du théoreme de Cauchy-Lipschitz satisfaites pour cette
équation dans tout R?.

On a: V() = yo + [ £(5,¥n-1())ds = Yo + [ yu_1(s))ds.
Donc :



Et en générale :
Ya (%) = Yo

Il est clair que lim y, = e*
n—>0oo

Exemple2.
P a2 ) 2
y =x"+y 2
Sur U={(x,y) ER*: x| <1,]y|<1
Ona: |[f(x,y)|<2=>M=2, g—§=2y.

h = mi P\ i 11
—mm(a,M) —m1n< 5

3’2=1+j
0

X
Vs =1+j0 yz(s))ds=1+x+§+§

Yo =1
X

y1:1+j Yo(s))ds =1+ x
0

X

2

X x2
+f Vn-1(s))ds =1+ x +?
0

-3

o : : 1
Donc les approximations successives convergentes dans l'intervalle |x| < 3

V() = yo + [y £(5,yn-a())ds = [T (s> +y2 _ (s))ds

(

\

., 4
L'erreur absolue du 3™ ordre ne dépasse pas la valeur : |y(x) — y3(x)| < ML? 2—4 el

Ona:M =2, L=2,

3

_ X
Y1 = 3
x3  x7
=376
x3 x7 xll x15
Y3 =3 *63 72079 T 59335

h = 0.5donc:

() =yl < =

2

X
y1(s)Nds =1+x +7

X

+o 4+ —
n!

h



Chapitre I1 : Méthodes de résolutions

2-1 Eq.diff. A variables séparées.

Définition. Une €équation différentielle de ler ordre est dite a variables séparées si elle
peut s’écrire sous la forme :

fy' =gx)
dy

Une telle équation différentielle peut s’intégrer facilement : En effet, on écrit y' = -

FO)dy = g(dx = j FO)dy = j g()dx +C

Il s’agit donc d’abord de trouver des primitives F et G de f et de g, et ensuite d’exprimer
y en terme de x (et de C) :

FO)=G6x)+C=y=F1(Gx)+0)

C’est pour cette raison que 1’on dit aussi < intégrer > pour < résoudre > une €quation
différentielle.

Exemplel.
y' = x2y3
d
y' =x%y3 = —33] = x?%dx
y
X e
=> —_—

2y? 3

Exemple2.

t(x2 — 1)dt —xe ' dx =0

t

Séparons les variables en divisant par (x2 — 1)e~t", il vient :

tet’dt —

X
xz_ldx:O,x;tl,x;t—l

Apres l'intégration de deux termes de cette équation, on trouve :
et —In|x2—1|=C
Donc la solution générale de l'équation s'écrit comme suit :

et —In|x2 —1| =C, x =1, x=-1

Equations se raménent a des équations a variable séparables :

Les équations de la forme :



y' =f(ay+bx+c)...(1)
Posons :ay + bx + ¢ = z, donc :
z'=ay"+b..2)

Remplagons cette expression dans (1) on obtient :

z'=af(z)+b
Alors :
L = dx
af(z) + b
Exemple.
y=x+y—1.
Posons :y +x — 1 = z, on obtient :
dz = dx (avec:z+ 1 # 0)
z+1
Donc :
z=—-1+ke*; aveck #0
D’ou la solution générale :  y = —x + ke*

2.2 Equations différentielles linéaires du premier ordre

Ce sont les équations de la forme :
(L) y'+a(x)y = b(x)

Ou a,b: I - R sontdes fonctions continues.
A cette équation on peut associer I'équation (Eo) : y' +a(x)y =0
(Eo) : dite I’équation homogene associée.
Proposition. Les solutions maximales de (Ey) forment un sous espace vectoriel de
dimension 1 des fonctions C*(I), ayant pour base x e~ Jaadx,
Dém :

Il est clair que les conditions du théoréme de Cauchy-Lipschitz satisfaites pour cette
Y =—a()y

admet
y(xo0) = ¥o

équation sur I (on a ici :f(x,y) = —a(x)y), donc le probléme :{

unique solution sur /.



En effet, (Eo) est une équation différentielle a var. séparées, en 1’écrivant :y;’ = —a(x).
En intégrant, on obtient : y(x) = Ke~Ja@adx —gcte ¢ R
Posons : @(x) = e~/ 2@dx ot S = {y, /yi = K@(x), K€ € R}, alors :S, € C1(D).
Soient y;,y, € Sy.
On vérifie que y; + y, € Sy, et Va € R:ay, € S, donc Sy c’est un s.e.v.
Deplusona:Sy, =< ¢ >.
Remarque. Supposons qu’on connaisse une solution particuliere y, de l’équation (E). Si
z est solution de (Ey), alorsy = y, + z est solution de (E).
Exemple.

y' + 2xy = 3x.

Onay= 5 une solution évidente de (E), mais la solution générale de (Ey), est :

z(x) = Ke™" , K¢ € R,

Donc la solution générale de cette équation est :

3
y(x) = §+ Ke ™’ K e R

Théoréme. Soient A une primitive de a, et B une primitive de be?. Alors la solution
générale de [’équation(E)est
y(x) = e 4D(K + B(x)),
ou K est une constante réelle.
Dém :
1-Résolution de I’équation homogene associée :

D'aprés la proposition précédente la solution générale de (Eo) s'écrit comme suit : z(x) =
Ke 4@,

2-Solution particuliére :

On cherche la solution particuliére sous la forme : y; (x) = K(x)e 4™, avec K une
fonction a déterminer (par la méthode : variation de la constante’). On trouve :

K'(x) = b(x)e*™ < K(x) = jb(x)eA(x)dx = B(x).

Une solution particuliére est donc :



y1(x) = e A B (x),
Et la solution générale est donc :

y(x) = z(x) + y1(x) = e 4@ (K + B(x)), K“eR
Exemple.

Y.
y' - = xsinx,

L’équation homogeéne associée (Eg) : y' — % =0,
On a la solution générale de (Eo), est: z(x) = Kx, K € R.

On cherche une solution particuliere par la méthode de variation de la constante on
obtient :

K(x) = fb(x)e“‘(x)dx = fxsinx.e‘l"xdx = —COoSX,

Donc

y1(x) = e 4™ B(x) = —xcosx.
Alors la solution générale de cette équation :
y(x) = Kx — xcosx, K € R.
Recherche d’une solution particuliére dans certains cas.
Soienta, u € R et p un polynome de degré n a coefficients dansR ou C.

Equations de la forme: y' + ay = p(x)et*.
Pour ce type d’équation, une solution particuliere peut étre cherchée sous la forme x —
q(x)e**, ou q est un polynome de degré :
1) inférieur ou égal an siu # —a;

2)inférieur ou égala (n + 1) siu # —a.

- Si équations de la forme (2)..y' +ay =p(x)cos(ux) ou (3)..y + ay =
p(x) sin(ux):
Pour trouver une solution particuliére de ce type d’équation, on commence par
chercher une solution particuliére complexe y. de 1’équation complexe y' + ay =
p(x)e™™; on applique pour cela la méthode décrite a 1’instant en introduisant une



fonction polynomiale a coefficients complexes.
On remarque alors que Re(y,) est une solution particuliére de (2) et que Im(yc) est une
solution particuliere de 1’équation (3).

- Si équations de la forme (4)..y +ay=px)ch(ux) ou (5)..y + ay =
p(x)sh(ux)

Pour trouver une solution particuliere de ce type d’équation, on commence par chercher

une solution particuliére y* de 1’équation : y' + ay = p(x)e**, est une solution

try~ .
Y 7V st une solution

particuliere y~ de 1’équation : y' + ay = p(x)e™™*. Alors :

+_ -
particuliere de (4) et % est une solution particuliere de I’équation (5).

Expl. y +2y=2xe*+e 2*..(1)
Résolution de (EH). Les solutions surR sont les fonctions : z(x) = ke ~2¥,k°t € R.

Recherche d’une solution particuliére de y' + 2y = 2xe*, sous la forme :y; = (ax +

b)e* oua,b € R .On trouve :y; = (3x9_1

2

)ex. En méme raison cherchons une solution

X on trouve : y, = xe2*. donc la SG de (1) sont :
3x—1
9

particuliére dey’ + 2y = e~

y(x) = e* + (x + k)e %%, k°t € R.
Exp2. y'—y =sinx ..(2)
Résolution de (EH). Les solutions surR sont les fonctions : z(x) = ke*, k* € R .

Recherche d’une solution particuliére de y’ — y = e**, sous la forme :y; = ae'*,oua €
C.

On trouve : y; = (— %) e Im(y,) = _Sinx%, donc la SG de (2) sont :
sinx + cosx
y(x) = ke* — k°t € R.

2 )
2-3 Equations se raménent a des linéaires
a) Equations de Bernoulli.

Ce sont les équations de la forme :
y' ' =alx)y+ b(x)y?, a+1

Ou a,b : I - R sontdes fonctions continues (pour o = 1, (E) est linéaire).
On se place dans le demi-plan supérieur U = R X |0, +oo[ = {(x,y);y > 0}. En

multipliant par y~%, on obtient :
(E) @y~ %' = a(x)y'™% + b(x)



1

Posons z = y*™%; alors z' = (1 — a)y~%y’, d’ou

E)ez=0-a)alx)z+ (1 —a)b(x).

On est donc ramené a une €quation lin€aire en z.

Exemple.

(D) y' —xy=-xy’

C'est une équation de Bernoulli
. y' X
S1 y5¢ 0: (E)Cﬁ ;5——;;::-—x
Posons z = y~%; alors z' = =2y 3y’ d’ou: z' + 2xz = 2x ... (2) équation linéaire.
On remarque que z = 1 est une solution particuliere de (2), alors la solution générale de
(2) s'écrit comme :

z(x)=1+Ke™, KteR

1

Donc la solution générale de (E) :% =1+ Ke™*’, alors y(x) =+ — Kt e
R*.
Finalement la solution générale de (1) : y(x) = 0; y(x) = + : —, K ER.

1+Ke

b) Equations de Riccati.

On appelle équation de Riccati toute équation différentielle de la forme :

y' = a(x)y* + b(x)y + c(x)

Avec a,b,c: I - R sont des fonctions continues, c’est-a-dire que f(x,y) est un
polyndme de degré < 2 en y.

Transformation d’une équation de Riccati a une équation linéaire :

Cette méthode basée sur :
- Connaissons une solution particuliere y; d’équation de Riccati.
- Substituons le changement de variable :

y=z+ty
Puis :

Exemple. (1) y’ + % —y2 ==

x2

1
On remarque que : y; = -

est une solution particuliere de (1), soit le changement de variable :



Donc : y' = 14z

x2

1) = 2 —§= 2% ..(2)

(2) est une équation de Bernoulli, donc en multipliant par z=2( dans le cas z # 0)on

obtient
z' 1 "
z2  zx
-1 ] —Z! s A
Posonsw = z7*; alorsw' = — d’ou :
, 1
B).. wH+-—w=-1.
X
On est donc ramené a une équation linéaire en w.
1
On remarque que :\w = — 5%

Est une solution particuliere de (3), alors la solution générale de (3) s'écrit c comme :

w(x) = —1x+5 KteR
2 x’ '

Danslel®casz=0onay = % est une solution particuliére de (1).

Finalement la solution générale de (1) :
1 1 X

= . = — K¢ € R.
Y=z y(x) - )

C) Equations Homogenes.

Une équation homogene est une €quation qui peut se mettre sous la forme :

(E) y'=f (%) ouf : I — Restcontinue.

Y
x’

Méthode — On pose z = =, c’est-a-dire y = xz. Il vient

vy =z+xz' = f(2),

Donc z satisfait I’équation a variables séparées :

dz
X = f(z) —z
Pour f(z) # z on peut écrire :
dx dz
x f@-z

Exemple- L’équation (E)...xy' —y = /x? — y? peut se récrire :



y' = 1—(§f+%,x¢0,

Onposezzg, alors: ()& z+xz' =Vv1—2z2% +z

Donc :
dx dz

X  \1-—z2

Dans le cas |z| < 1, on trouve :

z#+ +1

arcsinz = In|x| + 1,1t € R,
Les (SG) de (E) dans ]0; +o0[ ou ]—o0; 0fest :
z=+1,donc y=*x
z = sin(In|x| + 4) donc y(x) = xsin(In|x| + 4), At eR.
Equations se raménent 2 des équations Homogéne
Soit I'équation de la forme :

) ax + by +c
y=f( )
ax+ Ly +46

(E)

1) Si c =6 =0, (E) c'est une équa-H.
i1) Sicoud#0
e Premier cas
Si le déterminantA= |Z [lz)| # 0, I'équation (E) se ramene a une équa-H.

. . ) xX=t+x
En effet, faisons le changement de variable suivant :{ _ 0
y=h+yo

ax+by+c=0

racines du systéme { ax+By+6=0"

e Deuxieme cas

ou Xy, Yo sont les

: . : a b . . s .
Si le déterminantA= ‘a ,8‘ = 0. L'équation (E) se ramene a une équa-Var-

séparee.
Exemple. y' = zyy__;l . (1)
—x=0

Soit le systeme{ 2y —x+1=0

ce systeme admet une solution : x, = —1, y, = —1.



x=t—1 dy _ dh
Onpose{yzh_1 == o
1 dh h-—t )
o —=
dt 2h-—t @)
(2) c'est une equa-H, on pose :z = % ,d’ou:
v =23
zttz' =o—— ... (3)
@) ot dz 2z —-2z+1
St—=—
dt 2z — 1
dt 2z —1 p )
o —— =
P P LS
Apres I’intégration des deux membres de 1'équation a variables séparées précédente, on
trouve :
1
—In|t|+¢c = Elanz2 —2z+ 1|, c € R*,
Donc :

1
Elanh2 —2ht+t?| =¢, ct € R".

. h .
Substituons la valeur de z = —,on obtient :

Iny/2h% — 2ht + t2 = ¢, ¢t € R*".
En fin la SG en x et en y, d'ou il vient :

Iny@y+12+ @ —x)2=c, ctER".

Exercices.
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x?+1

x?y' = —3y2 = T y' =xy+x—2y—2; y'sinx =ylny
(1+x)dt+ (1 +t>)dx=0; x'=Vvx+t+1;, x' =cos(x—1t)
' 4 1 2 3Ya,! 4 42 2 2.1 2
y=-a— v tys A=)y +xfy+yt =20 2%y =xy-y

x+y—-2)dx+((x—y+4)dy=0

Correction de I’exercice n®9.
{y’ =1+ x?%y?
y(0) =0
f(x,y) =1+ x%y? est définie et de classe C' sur l'ouvert U=R?, Par le théoréme de
Cauchy-Lipschitz, ce probléeme admet une solution maximale définie sur un intervalle
ouvert I contenant 0 : I =] a,b [aveca < 0 < b,a,b E R

Monotonie :
y est dérivable et Vx€l,y'(x) =21>0.
La fonction y est strictement croissante sur L.
Parité

Considérons z:x €] » —y(—x) avec J=] —b,—al.

z(0) = —y(0) = 0, z est dérivable et z'(x) = y'(=x) = 1 + (—x)? y(—x)? = 1 + x2z2
Ainsi z est solution du probleme de Cauchy définissant la solution maximale y et donc
z est une restriction de y. On en déduit /] c [ et Vx € J,z(x) = y(x).OrJ c [ donne | —
b,—a|[c]ab|[doul'ontirea=D>b. Par suite [ =] =] —b,b[etVx €, y(—x) =
—y(x). Finalement y est une fonction impaire.

Montrons que I borné.

Par l'absurde si b = +o0 alors pour
x=1, y'(x) =1+ y(x)?

Et donc :
y'x) >
1+ y(x)?
En intégrant,
"t
f y—)z > f 1dt
14+ y(t)

Puis arctan(y(x)) —arctan(y(1)) = x —1

Ce qui est absurde. On conclut b < +o.

Etude de la limite de y en b_

Puisque y est croissante, la limite £ de y en b_ existe dans R U{ +oo }.

Par I'absurde supposons £ € R.

On peut alors introduire y™: | — b,b ] —» R définie par y™(x) = y(x) si x < b et



y(b) =L

y~estsolutionde Esur | — b, b [.

Par construction y~ est continue en b et quand x — b —,

y7(x) =1+ x%y"(x)? - 1+ b%* € R

Par suite y~ est dérivable en b et y™(b) = 1 + b%¢* = 1+ b2y~ (b)?

Ainsi y~ est solution sur | — b, b | du probléme de Cauchy initial ce qui contredit la
maximalité de y. Absurde. On en déduit lign y = +o.
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2-4 Equations différentielles linéaires d'ordre 2

2-4-1 Equations différentielles linéaires d'ordre 2 a coefficients constants

Définition1. On appelle équation différentielle linéaire du deuxieme ordre a coefficients
constants, une équation du type
y'+ay'+by=C(x).. (L2)
Ou a, b des scalaires deR et C une fonction continue d’un intervalle I a valeurs dans R.
a) Résolution de I’équation homogéne

On s’intéresse dans cette section a 1’équation (E-H):
y'+ay' +by=0

Propositionl. La fonction x — e"™ est une solution de (L-H) si, et seulement si, r est
solution de l'égquations r* + ar + b = 0.

L’équation algébrique(E-C):
r’+ar+b=0
est appelée équation caracteristique de (E-H).
Preuve. On pose y(x) = e"™, on obtient y' = re™ ety = r?e"™, on a donc :
y"+ay' + by =0 Vx € R:r2e™ + are™ + be™ =0
SVxeR (r’+ar+b)e™ =0
S r’+ar+b=0 Cqfd.
Définition2.Soient y;; y, deux applications dérivables sur /.

On appelle Wronskien dey;; y, l'application définie par :

3”1 3’,2|
Vi Y2

Wy y2) =

Proposition 2. Les solutions a (E:H:) sur I forment un e.v de dimension 2 (sur R),
noté S,(1).

- Si yy; ¥, sont deux solutions indépendantes de (E-H), alors {y,; y,} est une base de
S, (1), c’est a dire S,(I) = {ay, + By,; a, B € R}.



-Si Wixg) #= 0 pour un xy € 1, alors W (x) # 0 pour tout x € 1, et c’est une CNS pour

que {y1; v,} soit linéairement indépendant (systeme fondamental de solution) et
donc une base de S, (I).

Proposition 3. On note A le discriminant de l'équation caractéristique (E-C).
Suivant le signe de A on a les résultats suivants :

o A>0: (E-C) admet deux racines réelles distinctes 1 + 1, alors les solutions de
[’équation E-H) sont les fonctions :
y(x) = Ae"* + Be™*, A B‘€R

o A= 0. (E-C) admet une racine double r, alors les solutions de l’équation E-H)
sont les fonctions :
y(x) = (A+ Bx)e™, AB‘€ER

o A<O: (E-C)admet deux racines complexes conjuguées z; = u + v, z, = U —
v, alors les solutions de [’équation E-H) sont les fonctions :
y(x) = (Acosvx + Bsinvx)e**, A,B‘ €R.

Démonstration :

A > 0: 11 est clair que y; (x) = e™*, y,(x) = e"?* sont solutions a (E:H:). Leur
Wronskien est égal a:

Wy y2) =

rXx X

e e

_ Ty+r)X
7,.1‘91‘135 rzerzx —(7‘2—7‘1).8(2 v *0

Donc {y;; y,} soit un systéme fondamental de solution.

A = 0: On vérifie quey,(x) = xe™ est solution de (E-H). Le Wronskien est égal a:

rx rx

xe

— 521X
re™ (rx+ 1)e™ e”” # 0.

Wy y2) =

Donc {y;; y,} soit un systéme fondamental de solution.
A<O0:y(x) =cosvxe™, y,(x) = sin vx e** sont solutions a (E-H). Le Wronskien
est égal a:

ux 3 ux
cosvxe sinvx e
Wy ¥2) =

(ucosvx —vsinvx)e"™ (vcosvx + usinvx)e*r
= v(cos?vx + sinvx)e?™* = pe?"* % (
Carv # 0, donc {y;; y,} un systéme fondamental de solution.

b) Résolution de I’équation avec second membre



On cherche les solutions de (L,) définies sur . Comme dans le cas du premier ordre, on a
le théoréme.

Théoréme Si y, est une solution de (L) ; alors une fonction y est une solution de (L) si,
et seulement si, y — ypest une solution de (E-H). Ce qui veut dire que les solutions
de (L,) sont les fonctions :

y(x) = y,(x) + yo(x), Yo solution de(E. H)

Remarque. On obtient les solutions de (L) en ajoutant a une solution (particuliere) de
(L,) une solution quelconque de (L.H). Connaissant la solution générale de
[’équation homogene, il faut donc trouver une solution particuliere.

Méthode de variation des constantes. Soient y;; y,deux solutions indépendantes de
(E.H). On cherche une solution particuliére de (L) sous la forme y = Ay; + By,
ou A et B sont des fonctions vérifiant 0 = A'y; + B'y,. Donc, A'; B' sont
solutions du systéme :

A,yl + B,yz == 0
Ay + By, =C(x)

Exemple 1. Résolvons 1'équation

a) Equation homogéne. L équation caractéristique est 7> + 1 = 0. La S.G de (E.H) est
donc

y = Acosx + Bsinx.

b) Cherchons une solution particuliere. Les solutiony; = sin x, y, = cos x sont L-I, en
effet leur Wronskien vaut w(x) = —1. Cherchons une solution sous la forme

¥p(x) = A(x) sinx + B(x) cos x
A'; B' sont solutions du systeme :

A'sinx + B'cosx = 0
1

sin3 x

A'cosx — B'sinx =

Donc :



1 0 COSX COSX
/ o — 1 —
w(x) |— —sinx sin3 x
(x) sin3 x
1 |sinx 0 1
/ prn 1 o —
w(x) [cosx — sin? x’
sin3 x
Avec les primitives
-1 COS X
2sin? x’ sinx’
On adonclaS.P
) -1 cos?’x cos2x
xX) = — . = —
Yp 2sinx  sinx  2sinx

Donc la S.G de (L,) est:

CoS2 x
: A, B¢ e R.

y = Acosx + Bsinx +

Sinx

Exemple2.
y'—y = (Bx+ 1)e**
Résolution de (E.H): les solutions de (E.H) sont toutes les fonctions :

yo = Ae* + Be™, A,B‘ € R Car, les racines de ’équation caractéristique sont+1.
Recherche d’une solution particuliere de I’équation(L,): cherchons une S.P de (L) sous la
forme :

yp(x) = (ax + B)e**
y'—y=3xe* oVx€eR:Bax+ 38 +4a) =3x+1

Sa=1=-1
Donc
Yp(x) = (x — 1)e**
La S.G de (L;) est donc :
y(x) = Ae* + Be™ + (x — 1)e?*; A,B‘* eR
Exemple3.
y" —2y' + 2y = cos2x + e*
Résolution de (E.H) : les solutions de (E.H) sont les fonctions : y = (A cosx +
Bsinx)e*,A,B € R.
Cherchons une S.P de I'équation y" — 2y’ + 2y = cos 2x ... (1) sous la forme :




y, = Acos 2x + B sin 2x, on trouve : y; = ;—;cos 2x + %sin 2x,

Cherchons une S.P de y" — 2y' + 2y = e* ... (2) sous la forme : y, = pe*, on obtient
u=1.

La S.G de (L;) est donc :

-1 -1
y(x) = (Acosx + Bsinx)e* +1—0cos 2x +?sin2x +e*, A BER

2-4-2Equations différentielles linéaires d'ordre 2 a coefficients non constants

Définition1. On appelle équation différentielle linéaire du deuxieme ordre a coefficients
non constants, une équation du type
y' +a(x)y +b(x)y =C(x) .. (Lz)
Ou a, b et C sont des fonctions continue d’un intervalle I a valeurs dans R.
L'équation homogene associée E-H: y"' + a(x)y’ + b(x)y = 0.
Exemple. L'équation

n+1 / 1 _O
y xy xzy_

: 1 1 : :
Les coefficients a(x) = e b(x)=-— — sont continue sur tout intervalle ne contenant pas

le point x = 0, cette équation admet les solutions particulieres

1
() =% y,(0) ==

De plus le systéme {y,; y,} est systéme fondamentale de solution, car :

1
X —_

-2 "
Wy y2) = ) W |=—#0 VxeR-

x2

La solution générale s'écrit donc:
1
y(x) = Ax + B;, A; Bt € R

Remarque. /I n'existe pas de méthode générale permettant de trouve sous forme finie la
solution générale d'une équation différentielle linéaire a coefficients variables.

Théoremel. Si le systeme {y;; V,} est systeme fondamentale de solution de E-H sur I,
alors :

X
W(x) =c.exp (—j a(t)dt), ctonst € R*; x4 € 1.
Xo
Démonstration. y;; y,étant deux solutions L-I de E-H, on a:
v, +a(x)y', +b(x)y, =0, y;" +ax)y’'; +b(x)y, =0.

Multipliant les termes de premicre égalité pary; et le seconde par —y, et ajoutant, on
obtient :



V2'y1— YY1+ a(x)(yz'yl - 3’23’1’) =0. (3)

Le coefficient de a(x) est le wronskien W (v, y,)=¥5'y; — V.V, . Le premier terme est
la dérivée du W (y4, y2):

Wy 1, 2) = 2'v1 = ya1)' = 92"y1 — yadn”
Par conséquent, I'égalité (3) s'écrit comme :
W'+ a(x)W = 0. (4)

(4) est une équation linéaire du premier ordre, donc la solution de (4) satisfaisant a la
condition initiale W (x,) = Wjs'écrit comme :

W (x) = W(x,).exp (= N a()dt). (5)

La formule (5) est appelée formule de Liouville.

Théoréme2. Si ['on connait une solution particuliere y, de (E-H). On peut alors
chercher une autre solution particuliere y, de l'équation E-H, et la solution
geénérale de E-H s'écrit comme :

y(x) = Ay, + By, , A;B™t e R

Démonstration. Soit y; une solution particuliere connue de (E-H). Trouvons une autre
solution particuliére y, de 1'équation proposée telle que le systéme {y;; y,} est
systeme fondamentale de solution.

Ona: W(x) = y,'y; — ¥2y1 = c.exp(— [ a(x)dx).

Divisions tous les termes pary?:

Y2'y1 — y2y1 _ c.exp(= [ a(x)dx)

3 3
Donc :
1
d <&> = —c.exp (— f a(x)dx).
Y1 B4
D’ou:
%2 _ izc. e~ Ja@axgy 4 ¢,
V1 V1
Comme nous cherchons une solution particuliére, on aura en posant ¢ = 1, ¢’ = 0:
1
Yo = 3’1j_2- e~ J a®dx gy (6)
B%1

La solution générale de E-H s'écrit donc :

1
y(x) = Ayl + B)’1 f}?_e—fa(x)dxdx A plonst ¢ R (7)
1



Exemple. L'équation
x2y" —2xy'+2y =0
Sachant que y(x) = x? est solution.

D'aprés la relation (6) la deuxiéme solution :

— 2 i ln x2 — —
YV, =X jx“ dx = xj dx = —

Donc la S.G de 1'équation proposée est:
y(x) = Ax? — Bx , A;B°™teR

Méthode de Cauchy Euler

Difl. Une équation d’Euler d’ordre 2 est une équation différentielle lin€aire de la forme
2 n

x*y" +axy' + by = 0

Ou a et b sont des constantes réelles,

Méthode de Résolution.

1. Premiére Méthode

On peut se ramener a une équation a coefficients constants en effectuant le changement
de variable x = et.

On se place sur I’intervalle ]0, +oo[, pour pouvoir diviser par x?,
. oa b
y + ;y + Fy =0
Le changement de variable x = e® donne : dx = e'dt
Exprimons les fonctions dérivées :
dy dy dt _,ay
Tdx dtdx © dt
d? y_dy dt _om2t( dy+d2_y
Tdx?  dt dx dt = dt?
Reportons x, ¥’ et y" en fonction de la variable t dans I'équation d'Euler, 1I’équation a
résoudre est donc :

!

y

y'e +(a— 1)3”t + by, = 0, y(e") =y,
2. Deuxiéme Méthode
Pour simplifier les calculs on peut se ramener 1’équation de Euler a la forme

"2y by = 0
y T3y 27 =
On cherche une solution particuliére de la forme y = x" avecr € Z et il faut dés lors
trouver les valeurs de r vérifiant



(r(r — Dx"2) + a(rx"?) + b(x""%) = 0.
La recherche des solutions k de I’équation du second degré
r> 4+ (a— Dr + b = 0.

4. Systémes différentiels linéaires d’ordre 1.

4.1 Systémes différentiels linéaires d’ordre 1 a coefficients constants.
Déf.1. Un systeme lin€aire différentiel d’ordre 1 a coefficients constants est un systéme
de la forme
Y'(t) = AY(t) + B(t), tel (1.1)
Ou [ estunintervallede R, Y: I - R" , A € M,,(K)est une matrice carrée a coefficients
constants, B(t): I — K™ est un vecteur a coefficients continus.
Exemple. 1.

{ x'(t)=2x+3y+t

V() =x—y—et Ceci revient a prendre A = (i _31) et B(t) = (_tet)

Dans ce paragraphe, on considere le probléme de Cauchy correspondant
{ Y'(t) = AY(t) + B(t)
Y(to) =Y
Le théoréme suivant est une adaptation du théoreme de Cauchy-Lipshitz du chapitre
précédent. Autrement dit, les solutions du probléme de Cauchy (1.2) sont globales.
Théorémel. Pour chaque (t,,Yy) € I X R™ il passe une seule solution de (1.2) définie
sur 1.

(1.2)

= estun s.e-v de dimension n de C1(I, R™)

» S ={solutions Y'(t) = A.Y(t) + B(t) } =S, + Yp, Ypétant une solution
particuli¢re de (1.1).

Etude de Y'(t) = A.Y(¢t).

Y'(t) = A.Y(t) ..(1.0) Le systeme différentiel sans second membre associé a (1.1)

On va étudier I’ensemble des solutions de ce systéme et le probleme de Cauchy associé.

Conséquence. Si y;(t); y,(t), ...; y,(t) Forment une base de S, alors la solution
générale de (1.0) est :

n
y(t) = Z a;y;(t), o, ER
i=1
Lemme. (WRONSKIEN)
Soient @4, @5, ..., @, des solutions du systéme homogene (1.0) sur un intervalle I. Alors
les propositions suivantes sont équivalentes :
*{®1,0,,..., @, est un systéme fondamental.

* Le Wronskien W ne s’annule pas sur I.



» [I existe un point tyde I tel que (t;) # 0.
1- Cas ou A est diagonalisable

Théoréme2. Soit A est une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans
R diagonalisable. On note (A1, A5, ..., ;) les valeurs propres et (vq, Vs,..., Uy) une
base de vecteurs propres associés. Alors, ['ensemble des solutions de Y'(t) =

A Y(t) , sont
Y(t) = aeMtv; + a,e’2tv, +- + a etnty,

Démonstration : On appelle P la matrice de passage dont la i colonne est le vecteur
v;, alors, P"1AP = D, matrice diagonale des A; Onpose : X = P71y, Y = PX,
etona: X = P71Y’, Y' = PX' car P est constant, puisque A est constant.

Y = AY = PX' = APX = X' = P7'APX = DX

On pose: X(t) = (x, (1), x,(t),..., x,(t))¢ le systéme devient :

(x'1(8) = 212, (D) (x,(t) = aer?
x5 () = Ax,(t) X (t) = aetet

{ ' Qui se résout en <

X' (£) = A (£) X, () = aye’nt

Enfin, Y = PX donne alors :
Y(t) = aeMrtv; + a,e’2tv, +- + a etnly,
On remarquera que dans ce cas, le calcul de P~1 est inutile.

Exemple 2.
{x’ = 4x — 2y
y'=x+ty

Y'(t) = AY(t), A= (‘1} —12) ot Y(E) = C)

Les valeurs propres sont 2 et 3, les vecteurs propres associés sont v; = G), v, = (i)

P=(1 i);A=PDP‘1 avecD=((2) g)



Pour
pe?t
X=P—1Y=>Y=PX=>XI=DX<:)X=(ye3t> avec u,y €R
Y =AY & Y(t) = pe®*v; + yedtv,
1.2. Cas ou A est diagonalisable sur C mais pas sur R

Si on résout le systéme sur C comme on vient de le faire, les valeurs propres complexes
non réelles sont 2 a 2 conjuguées et on peut prendre des vecteurs propres 2 a 2
conjugués. A partir des solutions complexes, il s'agit alors de retrouver les
solutions réelles.

On obtient la solution générale comme précédemment :
Y(t) = aeMtv; + a,e’2ty, +- + aetnly,

Si A, est réel, on prend «a, réel puisque 1’on cherche des solutions réelles. Sinon on

remplace e? 'y, et e’V par Re (e**tv,) et Im (e iv,)

Or, Re (e**tv;,) et Im (e**tv,) sont deux solutions du systéme différentiel sur R,
formant une famille libre.

Exemple 3. On va résoudre le systéme différentiel :

x' =2y—2z
y'=-2x+z
z'=2x—y
0o 2 =2
La matrice du systéme est : A = <—2 0 1 )
2 -1 0

Et son polynéme caractéristique est :

P(A) = —-A(2*+9)
Donc les valeurs propres sont : 4;, =0, A, = 3i et 13 = —3i
Par nécessité, on travaille pour le moment sur C .

= A; = 0. On trouve un vecteur propre en résolvant le systéme :

0=2y—2z
{0=—2x+z
0=2x—y

Cest-a-dire: 2x =y =2z



1
Donc v; = (2)
2

= A, = 3i.De méme en résout le systéme:

0=—-2x—-3iy+z

{0=3ix+2y—22
0=2x—y—3iz

4
Doncv2=<— 1+3i>
-1 - 3i

4
» A, = —3i.0n prend pour v; le conjugué de v,. v; = <— 1—3i )
-1+ 3i
Les vecteurs propres, forment, dans 1’ordre des valeurs propres, une base de chaque sous-
espace propre.

Sur C, les solutions sont donc :

x(t) 1 4 _ 4 _
y(t) =a<2>+ﬁ<—1+3i>e3‘t+y<—1—3i>e‘3“
2(t) 2 —1-3i —1+3i

Ona

4cos3t + 4isin3t
v,e3it = ( —cos3t — 3sin3t + i(3cos3t — sint) >,vge‘3it
—co0s3t + 3sin3t + i(—3cos3t — sint)
4cos3t — 4isin3t

= <—c053t — 3sin3t + i(—3cos3t + Sint))
—cos3t + 3sin3t + i(3cos3t + sint)

4cos3t

4sin3t
Re( e’wvz) = | —cos3t — 3sin3t et Im( e’lztvz) = | 3cos3t — sin3t
—cos3t + 3sin3t 3cos3t — sin3t

Finalement on a,

x(t) = a + 4Bcos3t + 4ysin3t
y(t) = 2a + B(—cos3t — 3sin3t) + y(3cos3t — sin3t)
z(t) = 2a + B(—cos3t + 3sin3t) + y(3cos3t — sin3t)

Remarque. Lorsque A n’est pas diagonalisable, on a alors besoin (en général) de la
notion d’exponentielle de matrice



EXPONENTIELLE DE MATRICES.
Déf.2. On appelle exponenticlle de A € Mn(K), la somme de la série normalement
convergente

n=0
Remarque. L’application Mn(K) - Mn(K), A +— expA est continue.
Exemple 4. exp(diag(Ay, A5...,1,)) =diag(e’s, e?2..., e?); en particulier, exp0 =
In.
Proposition 1. Soit A,B € Mn(K) et P € GLn(K).
» SiAB = BA(A et B commutent) alors expA.expB = exp(A + B).

semblables

Comment calculer e4 ?
= Si, A est diagonale.

exp(diag(Ay, Ay...,A,)) = diag(e?,e?z. .., e’n)
= (Cas ol A est diagonalisable, A = PDP~1 ou D est diagonale, alors :
ed = pePp1

Remarque. La relation ci-dessus est valable pour toute matrice D, diagonale ou non.
= (Cas ou A est nilpotente

Déf£.3. On dira qu’une matrice carrée A d’ordre n est nilpotente, s’il existe q eN* tel que,
A1 = 0,.
Dans ce cas :

) qz_lAk ; 4 Aq—l
ed= ) —=I4+A++—©
o k! (g—1)!
Exp.5. Calculer e4
0 1 2
A=<0 0 —1)
0O 0 O

= Supposons que A = Al + N ou N est une matrice triangulaire supérieure, dont la
diagonale est composé par des O( N est nilpotente), alors :



q-1
K
a_ 2NN
e =e
k!
k=0

Supposons que A = D + N ou D est diagonalisable et N est nilpotente qui
commutent. Il en résulte :

q-1
| e=I+N+-+2
(g-1)!

Décomposition de Dunford-Jordan

Si A est une matrice de Jordan d’ordre n tell que :

21 (0
©0) .. A

Alors, VteR:
-1
/ oMt pedt t" ezt\
t] 0 e)Lt (Tl - 1)'
et/ = :
k . telt )
0 0 e)Lt
Exp.6. Calculer etB:
3 1 0 2 0 0
0O 0 3 0O (0 2
£2
g3t te3t ?e“ e?t 0 0
0 e3t teBt < O 8 eeZt
0 0 e3t

Dans le cas ou la matrice étudiée n’est ni diagonalisable, ni nilpotente, et si la

décomposition précédente n’apparait pas de facon évidente : on utilise ce que [’on
appelle la « réduction de Jordan ».



La réduction de Jordan consiste a trouver une base dans la quelle la matrice est diagonale
par bloc, chacun des blocs figurant sur le diagonale état de la forme :

A1 (0)
(09
©) .. A

Le théoreme spectral permet de décomposer E comme la somme directe des sous espaces

Ou A est une valeur propre de A.

spectraux :
E = ®F;
Pour trouver cette réduction, on procéde de la facon suivante :

» On cherche les valeurs propres de A.

» Pour chaque valeur A;, on effectue la manipulation : on construit la suite emboitée
suivante et on calcule la dimension de chaque noyau :

ker(A— M) € ker(A— MD)? G -+ € ker(A— M) =E;

Cette suite s’arréte pour 1; = 1 tel que : dim ker(A — Al)"i = m; (m; la multiplicité
de ;).

On dispose alors :

1; - est la taille du bloc de Jordan associés a A;.

P; :dim ke r(A — A1) Est le nombre de bocs de Jordan associés a A;.
» On construit une base des E; de la maniére suivante :

1. On cherche tous les v tels que v € Ker (A — NI)

2. Puis pour chacun des vecteurs v trouvés, on cherche les w tels que v = (4 — ;1) w.
On voit alors que : w € ker(4 — N1)?% /ker(A — ND.

3. On itére le procédé jusqu’a épuisement.

Exp.7. Calculer e4

4 2 0
A=<1 5 —1)
-1 1 5

Le polyndme caractéristique de A est (aprés calculs) : P,(1) = (1 — 6)(1 — 4)?
Admet deux racines A = 6 (racine simple), A = 4 (racine double).
- Pour A =6.



On résout :
(A—-61L) -v=0,
Eton trouve : v 4 = (1;1; 0)t
Le sous espace spectral E; = Ker(A — 6 I3) est donc engendré par v .

- Pour 1 = 4.
On résout ensuite:
A—-41)-v=Mv=0,

On trouve un seul vecteur : v , = (1;0; 1)%. Donc A n’est pas diagonalisable.

2 2 =2
Posons E, = KerM?. M? = (2 2 —2), Donc dim KerM? = 2.
0O 0 O

Il y a donc un bloc de taille 2.

11
On cherche alors w, tel que : v, = Mw, , et on trouve : w, = (— 5 T3 0)!
Ainsi R® = E; @ E, et dans la base {v ¢, v 4, w,}, A 8’écrit :

1

6 0 0 I 1 —3
A=PJP 1 Telque:J = (0 4 1) ,aveeP = (Wev,awy) =1 o _1
0 [0 4 2
0 1 0
On calcule I’inverse de la matrice de passage P :
1 1 1
P—l — 2 2
0O 0 1
-1 1 1
On a ainsi,
e® 0 0
el=10 e* e*
0 0 et
Soit :
2(e® +e?) 2e® et —e®
exp(4) = 0 4e* 0

4(e* —e%) 4(e*—e®) 2(e®+e?

Exp.8. Calculer et/



2 0 1
A= < 1 1 O)
-1 1 3
Le polynome caractéristique de A est: P,(1) = (2 —1)3

0 0 1
2 est une racine triple de P4(1).Ona:A — 21; =M = ( 1 -1 O), puisque
-1 1 1
dim KerM = 1 donc A n’est pas diagonalisable.

-1 1 1
M? = (—1 1 1), Donc dim KerM? = 2.
0O 0 O

Enfin M3 = 0, on en déduit que dim KerM?3 = 3. Alors la réduite de Jordan de A
comporte donc un bloc de taille3.

Soit vy = (1;1; 1)t € KerM3 \ KerM?2.
Puis v, = Mv; = (1;0; 1),

Enfin v; = Mv, = (1;1;0).

1 1 1
La matrice de passage P définie par : P = (v; v, v3) = <1 0 1). Inversons P on
0 1 1

trouve :

e2t  tp2t %e“
Ona: et = 0 o2t  pe2t alors,
0 0 e?t
t2 t2 t2
/eZt—?eZt ?eZt teZt_I_?eZt\
tA _ 2 2 2
e = t t t
\teZt_?eZt o2t teZt+?eZt ?eu /
et to2t p2t 4 po2t



Proposition.2. Si A est une matrice carrée, alors :
det(exp A) = exp(tr(4))
Proposition.3. L application t — f(t) = e'4 est dérivable, et :
f'(t) = Aett = et4A
Résolvante.
On dispose désormais de tous les outils nécessaires pour énoncer notre théoréme.

Théoréeme3. La solution générale du systeme : Y'(t) = A.Y(t)... (1.0) est donnée par la
formule :

Y(t) =e4.Vavec V € K™

Théorémed. La solution du probleme de Cauchy : {Y (6) = 4. Y(t)... (1.1) est :
Y(to) =Y
Y(t) = elt-toAy,
Exp.9. On va résoudre le systeme différentiel :
x'=2x+z
y=x+y AvecY(0)=Y,=(1;1;1)
zZ'=—x+y+3z
D’apres I’exemple 8, ona donc :
2 0 1
A= 1 1 0] Alors al solution est :
-1 1 3
t? t? t?
/eZt _?eZt ?eZt to2t +382t\ <1>
teZt_?eZt o2t teZt_l_?eZt ?BZt 1
—te?t te?t e?t 4+ te?t
Donc :
( t?
x(t) = e?t + te?t + ?eZt

2

4 t
y(t) = e?t +?€2t

\ z(t) = e?t + te?t




Systéme fondamentale de solutions.

On appelle systéme fondamental de solutions de S, = {solutions Y'(t) = A.Y(t)} une
famille libre de n fonctions solutions de (S).
Un systéme fondamental est une base de (S,).
Matrice fondamentale de solutions
Déf.4. Une matrice fondamentale de solutions est une matrice X dont les colonnes sont n
solutions linéairement indépendantes de (S,).
Théoréme.5. e Est une matrice fondamentale de solutions, c est-a-dire que ses
colonnes sont n solutions linéairement indépendantes de Y'(t) = A.Y(t). .
2. N’importe quelle matrice fondamentale X satisfait X(t) = e*4X(0).
Etude de Y'(t) = AY (t) + B(t).
Soit le probleme de Cauchy.
{ Y'(t) = AY(t) + B(t), te (12)
Y(to) =Y
Ou ty €l
On connait déja la structure des solutions de ce systeme : toute solution est de la forme
Y; + Sy, ouY; est une solution particuliere. Comment trouver une solution Y; ?
Méthode de variation des constantes. Supposons que 1’on connaisse une base de
solutions (yy, ¥2,-..,¥y) du systéme Y'(t) = AY(t) et résolvons le systéme non
homogene (1.1) pour B € C (I; R). On cherche les solutions de (1.1) sous la

forme
n
V() = @Oy (OFs .+ Oy = ) @Oy
i=1
Ou, cette fois, les a;(t) ne sont plus des nombres réels mais des fonctions : ;(t) €
Cl(;R).Ona:

V) = ) (@' (O7(® +a®y©)
i=1

Comme, par hypothése, pour tout y; vérifie y; = Ay; on en déduit que,
n n

V() = ) (@' O3 + @Ay = Y a0 +AY ()
i=1 i=1
Par conséquent, pour que Y soit solution de (1.1) il faut et il suffit que:

BO =) a&/@y® (13)
Notons i



M(t) = [y1,V2,-.., Y] la matrice dont les colonnes sont les vecteurs yy, Vo, ..., Y, et
a(t) = [a1(0), @z (0), ..., an (D]
Le systeme (1.3) s’€crit avec ces notations,
B(t) = M(t).a'(t)
Et on déduit que,
a'(t) = M~1(t).B(b), tel
Et pour ¢, €I fixé,
t
a(t) = | M~1(s).B(s)ds+C
to
Ou € € R™ estun vecteur constant quelconque. Cela détermine la solution cherchée.
On a alors

Y(t) =M(t).C+ M(t) ftM_l(s).B(s) ds

On remarquera que, dans cette formule, M(t). C est la solution générale du systéme
homogéne et M(t) [ tt M~1(s).B(s) ds est une solution particuliére du systéme
0

non homogeéne.

La solution de (1.2) s’écrit alors,
t

Y(t) =M(t).Yy+ | M(t)M~1(s).B(s)ds

to
La matrice R(t; s) = M(t)M~1(s) s’appelle matrice résolvante de (1.2).
Remarque. Si on connait e'®, on cherche une solution de la forme e*4W (t). On trouve
que

t
f et=9)4 B(s)ds
t

0
est une solution particuliere.

Théoréme.6. Y; = fti, et=5)4 B(s)ds est une solutiondeY' = AY + B.

Théoréme.7. Y = e(~to)Ay, 4 ftl; et=)4 B(s) ds est la solutiondeY' = AY + B,

avec Y (ty) =Y,
Remarque. Pour tout V = [v,(t), v,(t), ..., v, (t)]* € C (I; R), on note,

f V(s)ds = U v,(s)ds, f vy(s)ds, ..., f vn(s)ds,]
Exp.10. On va résoudre le systeme différentiel :
o
y' =2x—y+ e~
- La solution générale du systétme homogene associé :

t

¢ AvecY(0)=Y,=(1;1)



Les valeurs propres de A = ( 0 1 ) sont —2,1. A est donc diagonalisable. Les

2 -1
vecteurs propres

Sont (1, —2) fet (1, 1)respectivement.

Par conséquent si

DZ(_OZ (1)) PZ(—lz 1)
On a

Y(t) = PePP 1V = etAV = 1( R )

3\—2e72t + 2et 2e7?%t 4 et
Cherchons une solution particuliére Y; deY ' = AY + B.
On a,
t
Y, =f et=9)4 B(s)ds
0
t1 e 2t+2s 4 Dot-s pt—S _ g—2t+2s 0
= -Io §(_28—2t+25 4 Dpt=S  Dp-2t+2s 4 et—s) : (e—s) ds
t -1 —t
1 pt=25 _ p—2t+s Te
=3 (eacT fam) o=
0 et
2
Finalement,
-1
_e_t

_ 1 g2ty pet et 72t (] 2
ro= 5(—23‘2’: + 2et 2e7%t 4+ et> (1) 1

1
x(t) = et — Ee‘t

1
y(t) =et + Ee‘t



